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MES jako metoda przyblizona

Metoda elementéw skonczonych (MES) jest metodg przyblizong, ktdra
mozna wykorzysta¢ jako procedure numeryczng do rozwigzywania

problemow fizycznych, w tym:

- mechaniki ciata statego,

- wymiany ciepfta,

- przeptywu cieczy,

- elektromagnetyzmu,

- zagadnienia podl sprzezonych

MES zostat opracowany w latach 50 XX wieku
w celu rozwigzywania problemow dla
przemystu cywilnego i lotniczego. Metoda
stata sie najpotezniejszym  narzedziem
analitycznym, gitownie dzieki rozwojowi
komputerow.

Cel wyktadu MES2

Przekazanie wiedzy wymagane;j

do zaawansowanych analiz wybranych
zagadnien mechaniki konstrukgji
metodg elementow skonczonych.




Zagadnienie brzegowe mechaniki ciata statego

brzeg I, (u=u,) obcigzenie powierzchniowe Model MES
Ip| = lpx, Dy, PzJ NOE - |. elementéw
1x3 NON - |. weztéw
NOE
) = .Qe and Qiigf()j =0
e=1
Z
J_. brzeg I,
,:' { obszar brzeg I
! / sktadowe
' sity masowe __—"przyspieszenia
L XI=1X Y, z)=p lax, ay, a,]
i POSZUKIWANA FUNKCJA u(x,y,z) E
. wektor prze wy={v(xy72) ! 1 . 0,
. —mieszczenia ' (w(x,y,2)) ! 2

Element skoriczony o n - weztach 5

_________________________________________




Catkowita energia potencjalna w modelu MES.
Uktad réwnan liniowych

NOE - liczba elementow
NDOF— liczba stopni swobody

Catkowita energia potencjalna modelu:

V=U-W=- - |q] - [K] - {q} — lg| - {F}

2
1 X NDOF NDOF x NDOF NDOF x1 1XxNDOF NDOF x1

q;="?
NDOF x 1
: v : i
V — min o =0—-1 [K] - {q} = (F}
qJ : NDOF X NDOF NDOF x1 NDOF x1 :
T

uktad rownan algebraicznych liniowych

det ([K])= 0

NDOF x NDOF




Uktad ré6wnan MES z warunkami brzegowymi

Pole przemieszczen {u} ktére przedstawia rozwigzanie problemu spetnia
przemieszczeniowe warunki brzegowe na I',, i minimalizuje catkowity energie
potencjalng V.

boundary I;, (u = u,) NOF - liczba znanych stopni swobody na [,

N - liczba nieznanych stopni swobody:

N = NDOF-NOF

B k1 - (K] ; {q} - {q} ; {F} - {F}
| NDOF X NDOF N XN NDOF x 1 Nx1 NDOF x 1 N x1
A
NDOF - liczba stopni swobody i K] - {CI} = {F} : det ( [K])#0
: NxN Nx1 Nx1 : N X N

liniowy uktad réwnan algebraicznych z warunkami brzegowymi




Rozwigzanie zagadnienia analizy osrodkow ciggtych metoda przyblizona

rzeczywiste zjawisko —> RzZECZYWISTY WYNIK

prawa fizyki, wtasciwosci materiatowe,
geometria, warunki brzegowe

A 4

model matematyczny C|qgfy —> ROZWIAZANIE SCISLE MODELU MATEMATYCZNEGO

dyskretyzacja, aproksymacja

\ 4

Model dyskretny ———> ROZWIAZANIE DOKLADNE MODELU DYSKRETNEGO

Metoda przyblizona

realizacja obliczen

\4

Dyskretyzacja — wybor skoriczonej liczby
L WYNIK NUMERYCZNY parametrow,
Aproksymacja — sposob opisu za pomocg
z gory zatozonych prostych funkcji
zaleznych od poszukiwanych parametrow




Dyskretyzacja i aproksymacja na przyktadzie funkcji jednej zmiennej

dowolna funkcja: f(x) w przedziale < a,b >

Dyskretyzacja:
dzielimy przedziat < a,b >nan réwnych podprzedziatéw o dtugosci: h = (b — a)/n
f(x) funkcje ciggla f(x) reprezentuje zbior
; (n + 1) wartos$ci: f(a+ ih),i =0,1,2,n
f3 — 7 ’I
|
f, / I
7 I
fi : :
fo =07 '\

Aproksymacja moze byc¢:
- stata (schodkowa),
- liniowa (tamana),

— ) S : :
X~a X; X, X, =a+ih b X funijaml Sk/ejanyml.




Modelowanie MES — gtdwne etapy analizy

—

—

Model matematyczny

Preprocesor
geometria, typy elementow, wtasciwosci materiatowe, aproksymacja,
dyskretyzacja

Solver
typ analizy, warunki brzegowe, rozwigzanie, zbior wynikowy

Postprocesor
liczby, wykresy, mapy konturowe, animacje, szacowanie btedu

______________________ o

1

____________________ I A ——




Doktadnos¢ obliczen MES - zrodta btedow

rzeczywiste zjawisko %

btgd wybranego — _
modelu matematycznego L

A 4

model matematyczny ciagly [—> ROZWIAZANIE SCIStE MODELU MATEMATYCZNEGO
btgd modelu _ _
dyskretnego

' L)

Model dyskretny ——> ROZWIAZANIE DOKLADNE MODELU DYSKRETNEGO

l

bfqd obliczen  _ _
numerycznych

btqd |
catkowity 4 " WYNIK NUMERYCZNY

btgd catkowity = bt. wybranego modelu mat. + bt. modelu dyskretnego + bt. obliczeri numerycznych

bt. wybranego modelu mat. = bt. modelu dyskretnego =~ bt. obliczers numerycznych — min




Wybor modelu matematycznego — btagd modelu matematycznego

Z przyspieszenie ziemskie g(smz) 5 kg
Zy ‘ gestosc P(ﬁ)
X
DS R S
Deska ——h—— —
a
Z .. . . N
1D _ ‘ _ Ob_Clazenle ciaglte: pgah (=)
belka T—» ' _L_‘ B A vT_Fj m
cs s . N
o L c1|sn1|en1e: pgh (ﬁ
2D ','/ | I R L A A A 7
ZJ/* R T T T T T T T I AR #’ﬁ
ptyta ’ ».
- N
sity masowe: pg (—
3D A0 L L 4
2 )% 72 N T TR T TR T N T B B T B e~
bryta /'/ | rrrrd )
T 1 1 7 7

! !

Zatozenia:
Witasnosci materiatu:
* jzotropowe,

* anizotropowe,

* |epkosprezyste,
Duze ugiecia
Warunki brzegowe
(kontakt)

Nie ma jednego
dobrego modelu!

Wiasciwy model zalezy od:

* celu analizy,

* wymagan stawianych
konstrukcji,

* Zqdanej doktadnosci
wynikow,

* dostepnosci danych
materiatowych,

* dostepnych narzedzi
obliczeniowych

10




Wptyw dyskretyzacji — btgd modelu dyskretnego

Dyskretyzacja Typ elementu
- rodzaj (mapped, free, sweep) - funkcje ksztattu
- gestosc - schemat catkowania

g P pa—— %_ _*_*_ ﬁﬁ? _* _____ ROZWIAZANIE SCIStE MODELU

MATEMATYCZNEGO

» ROZWIAZANIE MODELU
:  DYSKRETNEGO

NDOF

.
gestosc dyskretyzacji

11




Przyktad Tarcza z karbem v ﬁ

4 4 444
A
> i 3a+r,
___________ - _atry |
y
L‘X r DCV
A 5 B

Sktadowe naprezenia w wierzchotku karbu w funkcji rozmiaru elem. d (wyniki numeryczne)

sX(d) SY(d) SXY(d)
3.5 — e e e e e 32 3 i - -
3 — 4 I D 4 nQC e 315 2.5 h 4"1n°de i /,? !
25 N R = e 2! . e =

— //..r T - Eras

_ 2 i - ?30.5 —— - - = 15 / —
2 15 / z » QUAD 8-node ~~__ £, | ESSSE====
% H S = 5 = e SR T ; SSSSSs=
1 R — 29.5 QUAD 4-node 05 ; =SS 5
05 —QUAD 8-node s SSSSESS=s o s =
o oo = —— - 1= 285 s I NUAD R-node-_
1 5 10 e —— - |

-0.5 28 1 -1
d [mm] 15 20 25 d [mm]
d [mm]

—————— EXACT SOLUTION OF A MATHEMATICAL MODEL 12




Btad numeryczny

- typ solvera

- wskaznik uwarunkowania macierzy

Wskaznik uwarunkowania macierzy pozwala na oszacowanie, z jakq (maksymalnie)

doktadnosciq (do ilu miejsc po przecinku) mozemy podac wynik.

- Btad zaokraglenia
W przyblizeniu, jesli stopieri uwarunkowania cond([K]) = 105, wéwczas moglismy stracic
maksymalnie k cyfr doktadnosci podczas rozwiqgzywania uktadu rownan liniowych.
Jednak liczba warunkowa nie okresla doktadnej wartosci maksymalnej niedoktadnosci, jaka
moze wystgpic¢ w algorytmie.

r = p—log,, (cond([K]))

p — liczba cyfr znaczgcych w komputerowej reprezentaciji liczb
r — liczba cyfr znaczacych wyniku

W modelach MES cond([K]) moze osiggaé poziom 108
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Przyktad. Rozwigzanie u(x,y) w zadaniu 2D.
Model MES ztozony z 4-eztowych elementow czworokgtnych

(41
q>
q3
qa
ds
de
q7

&C[8J

przemieszczenia weztowe w kierunku x

u,(x,y) — przemieszczenie w kierunku x

14




Przyktad. Sktadowe naprezenia o,(x,y) w zadaniu 2D.
Model MES ztozony z 4-eztowych elementow czworokgtnych

4

15




Btad numeryczny [ ]{q} = {F} :,

Odchytki parametrow weztowych Odchytki sit

[K+5K]{q+5q} {F+5F}

Btad wzgledny wektora globalnego parametrow weztowych:

6 v jor)] HZc?KiHJ
7] 4‘[““”“]"{ e )

Wskaznik uwarunkowania macierzy

Zmiana rozwigzania
cond ([K]) —  Zmiana danych wejsciowych

16




U

cond ( K \ 1 Problem dobrze uwarunkowany,

Y
T Problem zle uwarunkowany.
cond ( LK 1) » 1 (duze réznice pomiedzy sztywnosciq

elementow, niestabilne warunki brzegowe)

Norma macierzy (wektora) — miara wielkosci

Norma wektora Norma macierzy

1
2

wemessien Lo | il 20| | WI-(Z08

i

Norma max L oo “{Q}H — m?X‘q,l “[K]” - hnf‘x(z]:

17




Element typu sprezyna

wektor parametrow F
Q4=U; K 9,=U; weztowych: el
-~ ) u
_W Qe = {u;}
<1>| I\/\2> - ——"Zjil_—___ T —_e __________ -j__-_.__-.j-::j:i:
energ1aspre;zysta elementu: F=k-Au=k (u, —uy)
U = 1 FAu _ (Au)® = 1 ke, —u ), —u,)
L e D _ 5 v - 5 AN, 1/ 1/,
1 o —Fk -1"-'*"1 macierz sztywnosci elementu:
U, :—LHI,HEJ = -
-2 —k k| |u, I —k
[¥], =
1 LRk
U, =21 ], [¥],{a},

18




Przykiad DWIe SprQ yny Macierz sztywnosci sprezyny:
F:

R, ‘E(:A T F )
% : B : | k —k
O q: G _k k
2x2
lg] = 191,92, q3] |F| = |Ry, F;, F3]

i SR ARH

ke ke 3

EK]_\l _L(____s(;K.V]T" ke latly ya ke Va 'X

det [ (el -FEICH) ksl Gt
_L L -
{%} k, k, {Fz}
Rozwigzanie: —
e/ |1 1 1|~
_kA kA kB_ 19




Zatézmy: F, =1N, F;=—-1N (Sity sq w réwnowadze)

11
{92}: k, k, {Fz}
q; i L_i__ F,
_kA k, kB_

‘ q2 — a-l-a (1)’ q3 kA F3 (kA

le) 2)

Przyjmijmy odchytki sity: { 8F, = —.001 N { F, + 6F, = 0999 N

6F3 — ON
ka ke 4
% ' 0.999
—_— —_—
g2 VE

F; + 6F; = —1N

F,+6F, Fa+0F
Mamy: | g, + 6q, = ZZA 2+ 32,4 % (3), qz + 8q3 =

1

2 4 2 1
22+ (Fa +6F3) (z+) @

ka kg

0q; = (g2 +692) -q, (5), 6q3 = (q3 + 6q3) - q3 (6)

Przyimijmy normy Euklidesa:

{q}l2 = vV q2% + 32 I{6q}l, = \/5q22 + 8qs5°

W, =[R2+ 2 II{SF}II2=\/6F22+5F32

2 2
1{8q}l, _ 092" +84s

@~ Jazraz )

ITK Tl = ,/zjzi(ki,-)z ®),

cond([K]) = IK]ll, - K]l (9)

20




Przyktad wyliczenia wspdtczynnika uwarunkowania macierzy w zadaniu ze sprezynkami:

dla: k4 = kg = 1000 N/mm

_ [ka + kg —kB]_ 2000 —10007 _ A |

[K]_[ —ky kg _[—1000 1000]‘1000[—1 1]
~ 1/k 1/k 1/1000 1/10001 1 1
1 A A _ _

K™ = 1/ky (1/kA+1/kB)]_[1/1000 2/1000 ‘1/1000[1 2]

cond([K]) = |I[K]|l5 - I[K]~ |l = 1000 - /(22 + 12 + 12+ 12) - 1/1000-/ (22 +12+12+12)= 7

dla: kas=1 1 kg =1000N/mm

K] = [kA + kg _kB] _ l 1001 —1000
—kg kg —1000 1000
(K]~ = 1/ky4 1/ky4 ] _1 1 ]
1/ky, (1/ky+ 1/kp) 1 1.001

cond([K]) = IIIK]ll; - I[KT7l, = 1000 - /(1.0012 + 12 + 12 + 12) - /(12 4+ 12 4+ 12 + 1.0012) = 4002

| = 1000 [1.001 —1]

-1 1

21




NG F, 1, 1
_.|._ — £ —_ —
4z = ka ki (1), qs o + Fy (kA + kB) 2)
F,+6F, F3+6F. F,+6F. 1, 1
qz +0qz = zkAz*‘ 3kA3 : qs + 6q3 = = 2+(F3+6F3)(E+E)(4)

0q, = (q2 +6q3) -q2 5,

8q3 = (q3 + 8q3) - q3 (6)

2 2
It6q}ll, _ 892" +das

il Jazraz )

ITKTIl, = /zjzi(ki,-)z ),

cond([K]) = I[K]1ll, - KTl (9),

(P31
cond([K]) ||{{F}}||22 -

4K /5F22+8F32
on —
/F22+F32

(10)

(Btqd wzgledny wektora globalnego
parametrow wezfowych)

kA q> qds q2 + 5q2 qs3 + 5(]3 5(]2 6CI3 ”{6(]}”2 COTld([K
N/mm mm mm Mm mm mm II{q}Ilz

Wzér = (1)
0.001 0  -0.001 -1
1 0  -0.001 -0.001
1000 0  -0.001 -1076
106 0 -0.001 -107°

Zatdézmy:

k, — zmienne

kg = 1000 N/mm - stafe

-1.001
-0.002
-1.001-1073

-1.000- 1073

-1 -1 1414.21
-0.001  -0.001 1.41

107 -107® 1.41-107°
-107°  -107° 1.41-107°

4-106
4002
7

1000

16FI]
D@,

(10)
2828.43

2.83
0.00495

0.7

22




(0P

v
{beo

(b0
(O

0A
c,of

O

{06
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|:kA+kB _kB:|{QZ}_ I, % A A AkAA A 13 A AkBA Fl
—ky ks |14 I 4 g

q2 e
q=w _ B (a)
{(kA'l'kB)CIZ_kBQS:FZ ’ o 12
—kp q; + kg q3=F; Q3:CI2+£—3 (b)
B
{kﬂkg —kBqu}_{Fﬁ(SFZ}% ok e e
—ky ky |45 k3 — S
g2 g3
_kA+kB F. F. ,
{(kA‘FkB)CIz—kB%:Fz"‘SFz 7 ke Z_é_é (@)
—kp q, + kg q3=F: {
2 B 43 3 q3=q2+£—; (b)

24




i Oys [“"”1

ka = 1000k __katkp F,
A 8 3=~ 42 = (a)
(0z)~(0m) . B
F3
0.00% s;E-L- = 0.0001 q3= qZ + k_ (b)
B
ka+kp F, F, ,
. B=—F 923 . (a’)
-0.002 -0.0015  0.001  4.0005 ,."'-"ii'.ni'OJ. 0.0015 0.002 LVWMJ B B B
F3
G=qz+ . (b
B
.- )
= -~ O.cotlmm [a)
Ga= ( fo0o. 1) 92 [c
= C}Z o= 000/{ mm (b)
L) ks =ks |
m) Ka=1000kg ;
uktad Zle uwarunkowany, jesli: Wrazliwos¢ na zmiane nachylenia
k,+k k
A B 51 450 k,<<kg uktfad Zle uwarunkowany
ks ] 25




Podsumowanie przyktadu Dwie sprezyny

Uktad réwnan:

E }T{jg F: i F .
%f : 3 kytky —ky|jq,| _ £
Q4 gz Ja _kB ICXB// ) ,gigf F;i
T T \ //f rd
. , . :kA +kB' F; Ja o ,x’j
Pierwsze rownanie: ¢,=—"—"—"-¢q,—— y
kg ky o
F, Z
. , . _ 43 -
Drugie réwnanie:  ¢;=¢, + . f/
B y =
ff;/’x
Uktad Zle uwarunkowany, jesli: -
7
kA+kB %1 &%O f._-.___f"#’ /{__, I{:\_(___\: (B R
B kB jﬁf’ /f// : Clo :
Wrazliwos¢ na zmiane nachylenia ’ /,/‘;w _ 4+\;;B__J~__) tgc =
e - iy
k,<<kg - system ill conditioned ) = | R
-~
- q:

Btad zaokraglenia

Jezeli obliczenia prowadzone sg z doktadnoscig do p cyfr znaczacych, to liczbe
cyfr znaczgcych w rozwigzaniu mozna szacowac jako: . > p—log,, (cond([K]))

»

Duzy wspotczynnik uwarunkowania cond([K]) prowadzic
moze do utraty wymaganej doktadnosci rozwigzania
(réznice w sztywnosci lub mato stabilne warunki podparcia).

p — liczba cyfr znaczacych w
komputerowej reprezentacji liczb
r — liczba cyfr znaczacych wyniku

W praktycznych zadaniach MES cond([K]) osigga 108
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