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MES jako metoda przybliżona

Metoda elementów skończonych (MES) jest metodą przybliżoną, którą
można wykorzystać jako procedurę numeryczną do rozwiązywania
problemów fizycznych, w tym:

- mechaniki ciała stałego,
- wymiany ciepła,
- przepływu cieczy,
- elektromagnetyzmu,
- zagadnienia pól sprzężonych
- …

MES został opracowany w latach 50 XX wieku
w celu rozwiązywania problemów dla
przemysłu cywilnego i lotniczego. Metoda
stała się najpotężniejszym narzędziem
analitycznym, głównie dzięki rozwojowi
komputerów.

Cel wykładu MES2
Przekazanie wiedzy wymaganej         
do zaawansowanych analiz wybranych 
zagadnień mechaniki konstrukcji 
metodą elementów skończonych.
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Zagadnienie brzegowe mechaniki ciała stałego

brzeg 𝛤
obszar 𝛺

𝑥 𝑦

𝑧

brzeg 𝛤𝑝

1 × 3

obciążenie powierzchniowe

𝑝 = 𝑝𝑥, 𝑝𝑦, 𝑝𝑧

brzeg 𝛤𝑢 (u = u0)

siły masowe

𝑋 = 𝑋, 𝑌, 𝑍 =  𝑎𝑥, 𝑎𝑦, 𝑎𝑧
1 × 3

składowe 
przyspieszenia

𝛺𝑒

NOE – l. elementów
NON – l. węzłów

Model MES

Element skończony o n - węzłach

1
2

3

𝑛 − 1
𝑛

𝑃
𝑃′

3 × 1

𝛺 = ෍

𝑒=1

𝑁𝑂𝐸

𝛺𝑒 and 𝛺𝑖 ∩ 𝛺𝑗 = 0
𝑖 ≠ 𝑗

POSZUKIWANA FUNKCJA

wektor prze
− mieszczenia

𝑢 =

𝑢(𝑥, 𝑦, 𝑧)
𝑣(𝑥, 𝑦, 𝑧)
𝑤(𝑥, 𝑦, 𝑧)
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Całkowita energia potencjalna w modelu MES.
Układ równań liniowych

NOE – liczba elementów
NDOF – liczba stopni swobody

Całkowita energia potencjalna modelu:

𝑢𝑘ł𝑎𝑑 𝑟ó𝑤𝑛𝑎ń 𝑎𝑙𝑔𝑒𝑏𝑟𝑎𝑖𝑐𝑧𝑛𝑦𝑐ℎ 𝑙𝑖𝑛𝑖𝑜𝑤𝑦𝑐ℎ

𝑉 → min

𝑉 = 𝑈 − W =
1

2
∙ 𝑞 ∙ 𝐾 ∙ 𝑞 − 𝑞 ∙ 𝐹

1 × 𝑁𝐷𝑂𝐹 𝑁𝐷𝑂𝐹 × 𝑁𝐷𝑂𝐹 𝑁𝐷𝑂𝐹 × 1 1 × 𝑁𝐷𝑂𝐹 𝑁𝐷𝑂𝐹 × 1

𝑞 = ?
𝑁𝐷𝑂𝐹 × 1

𝜕𝑉

𝜕𝑞𝑗
= 0 → 𝐾 ∙ 𝑞 = 𝐹

𝑁𝐷𝑂𝐹 × 𝑁𝐷𝑂𝐹 𝑁𝐷𝑂𝐹 × 1 𝑁𝐷𝑂𝐹 × 1

det ( 𝐾 ) = 0
𝑁𝐷𝑂𝐹 × 𝑁𝐷𝑂𝐹

𝛺𝑒

𝛺
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Układ równań MES z warunkami brzegowymi

NDOF – liczba stopni swobody

𝑙𝑖𝑛𝑖𝑜𝑤𝑦 𝑢𝑘ł𝑎𝑑 𝑟ó𝑤𝑛𝑎ń 𝑎𝑙𝑔𝑒𝑏𝑟𝑎𝑖𝑐𝑧𝑛𝑦𝑐ℎ 𝑧 𝑤𝑎𝑟𝑢𝑛𝑘𝑎𝑚𝑖 𝑏𝑟𝑧𝑒𝑔𝑜𝑤𝑦𝑚𝑖

𝑞 → 𝑞 ;
𝑁𝐷𝑂𝐹 × 1 𝑁 × 1

𝐾 ∙ 𝑞 = 𝐹
𝑁 × 𝑁 𝑁 × 1 𝑁 × 1

𝐾 → 𝐾 ;
𝑁𝐷𝑂𝐹 × 𝑁𝐷𝑂𝐹 𝑁 × 𝑁

𝑥 𝑦

𝑧

boundary 𝛤𝑢 (u = u0)

𝑢
3 × 1

Pole przemieszczeń 𝑢 które przedstawia rozwiązanie problemu spełnia
przemieszczeniowe warunki brzegowe na 𝜞𝒖 i minimalizuje całkowitą energię
potencjalną V.

𝛺
𝐹 → 𝐹

𝑁𝐷𝑂𝐹 × 1 𝑁 × 1

NOF  – liczba znanych stopni swobody na 𝛤𝑢

N – liczba nieznanych stopni swobody:

N = NDOF –NOF 

det ( 𝐾 ) ≠ 0
𝑁 × 𝑁
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rzeczywiste zjawisko

model matematyczny ciągły

Model dyskretny

M
et

o
d

a
 p

rz
yb

liż
o

n
a

WYNIK NUMERYCZNY

prawa fizyki, właściwości materiałowe, 
geometria, warunki brzegowe

dyskretyzacja, aproksymacja

realizacja obliczeń

ROZWIĄZANIE ŚCISŁE MODELU MATEMATYCZNEGO

ROZWIĄZANIE DOKŁADNE MODELU DYSKRETNEGO

RZECZYWISTY WYNIK

Rozwiązanie zagadnienia analizy ośrodków ciągłych metodą przybliżoną

Dyskretyzacja – wybór skończonej liczby 
parametrów, 
Aproksymacja – sposób opisu za pomocą 
z góry założonych prostych funkcji 
zależnych od poszukiwanych parametrów
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Dyskretyzacja i aproksymacja na przykładzie funkcji jednej zmiennej

dowolna funkcja: 𝒇 𝒙 w przedziale < a, b >

dzielimy przedział < a, b > na 𝒏 równych podprzedziałów o długości:  ℎ = 𝑏 − 𝑎 /𝑛

Aproksymacja może być:

- stała (schodkowa),
- liniowa (łamana),
- funkcjami sklejanymi.x

f(x)

x1 x2 bx =a

h

0 x  =a+ihi

h h h

f1

f2

f0

3f

f i

funkcję ciągłą 𝒇 𝒙 reprezentuje zbiór 
𝑛 + 1 wartości: 𝒇 𝒂 + 𝒊𝒉 , 𝑖 = 0, 1, 2, 𝑛

Dyskretyzacja:



Modelowanie MES – główne etapy analizy

Solver
typ analizy, warunki brzegowe, rozwiązanie, zbiór wynikowy

Postprocesor
liczby, wykresy, mapy konturowe, animacje, szacowanie błędu

WYNIKI NUMERYCZNE

obliczenia numeryczne

Preprocesor
geometria, typy elementów, właściwości materiałowe, aproksymacja, 

dyskretyzacja

Model dyskretny

Model matematyczny
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Dokładność obliczeń MES – źródła błędów

… …
błąd modelu 
dyskretnego

… …błąd wybranego 
modelu matematycznego

błąd obliczeń 
numerycznych

… …

… …błąd 
całkowity

rzeczywiste zjawisko

model matematyczny ciągły

Model dyskretny

WYNIK NUMERYCZNY

ROZWIĄZANIE ŚCISŁE MODELU MATEMATYCZNEGO

ROZWIĄZANIE DOKŁADNE MODELU DYSKRETNEGO

błąd całkowity = bł. wybranego modelu mat. + bł. modelu dyskretnego + bł. obliczeń numerycznych

bł. wybranego modelu mat.  bł. modelu dyskretnego  bł. obliczeń numerycznych → min
9



Wybór modelu matematycznego – błąd modelu matematycznego

𝑙
𝑎

ℎ

𝑥

𝑦
𝑧

𝑥

𝑧

gęstość  (
𝑘𝑔

𝑚3)

3D
bryła

2D
płyta

1D
belka

siły masowe:  𝑔 (
𝑁

𝑚3)

przyspieszenie ziemskie g (
𝑚

𝑠2)

Deska

ciśnienie: 𝑔ℎ (
𝑁

𝑚2)

obciążenie ciągłe: 𝑔𝑎ℎ (
𝑁

𝑚
)

Założenia:
Własności materiału:
• izotropowe,
• anizotropowe,
• lepkosprężyste,
Duże ugięcia
Warunki brzegowe
(kontakt)

Nie ma jednego 
dobrego modelu!

Właściwy model zależy od:
• celu analizy,
• wymagań stawianych 

konstrukcji,
• żądanej dokładności 

wyników,
• dostępności danych 

materiałowych,
• dostępnych narzędzi 

obliczeniowych
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Wpływ dyskretyzacji – błąd modelu dyskretnego

gęstość dyskretyzacji

ROZWIĄZANIE  ŚCISŁE MODELU 
MATEMATYCZNEGO

ROZWIĄZANIE MODELU 
DYSKRETNEGO

NDOF

Dyskretyzacja

- rodzaj (mapped, free, sweep)

- gęstość

Typ elementu

- funkcje kształtu

- schemat całkowania
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Przykład Tarcza z karbem

Składowe naprężenia w wierzchołku karbu w funkcji rozmiaru elem. d  (wyniki numeryczne)

QUAD 4-node

QUAD 4-node

QUAD 4-node

QUAD 8-node

QUAD 8-node
QUAD 8-node

EXACT SOLUTION  OF A MATHEMATICAL MODEL

d

x
y

notch tip

Fig. 9
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Błąd numeryczny

- typ solvera

- wskaźnik uwarunkowania macierzy

Wskaźnik uwarunkowania macierzy pozwala na oszacowanie, z jaką (maksymalnie) 

dokładnością (do ilu miejsc po przecinku) możemy podać wynik. 

- Błąd zaokrąglenia

W przybliżeniu, jeśli stopień uwarunkowania 𝑐𝑜𝑛𝑑 𝐾 = 10k, wówczas mogliśmy stracić 
maksymalnie k cyfr dokładności podczas rozwiązywania układu równań liniowych. 
Jednak liczba warunkowa nie określa dokładnej wartości maksymalnej niedokładności, jaka 
może wystąpić w algorytmie.

p – liczba cyfr znaczących w komputerowej reprezentacji liczb

r – liczba cyfr znaczących wyniku

W modelach MES 𝑐𝑜𝑛𝑑 𝐾 może osiągać poziom 108

𝑐𝑜𝑛𝑑 𝐾 = 𝐾 · 𝐾 −1
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Przykład. Rozwiązanie 𝑢(𝑥,𝑦) w zadaniu 2D.
Model MES złożony z 4-ęzłowych elementów czworokątnych

𝑢𝑒 𝑥, 𝑦 − przemieszczenie w kierunku 𝑥

𝛺1

𝛺2

𝑥

𝑦

𝑢(𝑥, 𝑦)

𝛺3

𝛺4

𝑢3(𝑥, 𝑦)

𝑢1(𝑥, 𝑦)

𝑢2(𝑥, 𝑦)

𝑢4(𝑥, 𝑦)

𝑝𝑟𝑧𝑒𝑚𝑖𝑒𝑠𝑧𝑐𝑧𝑒𝑛𝑖𝑎 𝑤ę𝑧ł𝑜𝑤𝑒 𝑤 𝑘𝑖𝑒𝑟𝑢𝑛𝑘𝑢 𝑥

𝑢 = 𝑁 𝑞 𝑒
2 × 1 2 × 8 8 × 1

𝑢𝑒 = 𝑁1 0 𝑁2 0 𝑁3 0 𝑁4 0

𝑞1

𝑞2

𝑞3

𝑞4

𝑞5

𝑞6

𝑞7

𝑞8 𝑒

𝑥

𝑦
𝛺𝑒

1 2

3

𝑞1

𝑞2

𝑞3

𝑞4

𝑞5

𝑞6𝑞7

𝑞8

4

(𝑐𝑖ą𝑔ł𝑒)



𝐸𝑙𝑒𝑚𝑒𝑛𝑡 𝑠𝑜𝑙𝑢𝑡𝑖𝑜𝑛: 𝑁𝑜𝑑𝑎𝑙 𝑠𝑜𝑙𝑢𝑡𝑖𝑜𝑛:

Przykład. Składowe naprężenia 𝜎𝑥(𝑥,𝑦) w zadaniu 2D.
Model MES złożony z 4-ęzłowych elementów czworokątnych

𝜎𝑥𝑖
𝐴𝑉𝐸 =

𝜎𝑥1(𝑥𝑖 , 𝑦𝑖) + 𝜎𝑥2(𝑥𝑖 , 𝑦𝑖) + 𝜎𝑥3(𝑥𝑖 , 𝑦𝑖) + 𝜎𝑥4(𝑥𝑖 , 𝑦𝑖)

4

For 𝑘 = 4:

𝑥

𝑦

𝜎𝑥(𝑥, 𝑦)

𝛺1

𝛺2

𝑖 𝛺3

𝛺4

𝜎𝑥3(𝑥, 𝑦)

𝜎𝑥1(𝑥, 𝑦)

𝜎𝑥2
(𝑥, 𝑦)

𝜎𝑥4
(𝑥, 𝑦)

𝑖

𝜎𝑥𝑖
𝐴𝑉𝐸

error estimation

15
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Błąd względny wektora globalnego parametrów węzłowych:

Zmiana rozwiązania

Zmiana danych wejściowych

Wskaźnik uwarunkowania macierzy

Błąd numeryczny

Odchyłki siłOdchyłki parametrów węzłowych
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Problem dobrze uwarunkowany,

Problem źle uwarunkowany.
(duże różnice pomiędzy sztywnością 
elementów, niestabilne warunki brzegowe)

Norma Euklidesa  L2

Norma max    L ∞

Norma macierzy (wektora) – miara wielkości

Norma macierzyNorma wektora



Element typu sprężyna

𝑞 𝑒 =
𝑢1

𝑢2 𝑒2 × 1

wektor parametrów
węzłowych:

u

F

𝐹 = 𝑘 ∙ ∆𝑢 = k∙ 𝑢2 − 𝑢1
energia sprężysta elementu:

macierz sztywności elementu:

18
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Przykład Dwie sprężyny

𝐹 = 𝑅1, 𝐹2, 𝐹3𝑞 = 𝑞1, 𝑞2, 𝑞3

2 2

3 3

1 1

1 1 1

A A

A A B

k kq F

q F

k k k

 
    
 =   
    + 
 

Rozwiązanie:

Macierz sztywności sprężyny:
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Załóżmy: 𝐹2 = 1 𝑁 , 𝐹3 = −1 𝑁 (Siły są w równowadze)

1 1
kA kB

q2 q3

2 2

3 3

1 1

1 1 1

A A

A A B

k kq F

q F

k k k

 
    
 =   
    + 
 

𝑞2 =
𝐹2

𝑘𝐴
+ 

𝐹3

𝑘𝐴
(1),  𝑞3 =

𝐹2

𝑘𝐴
+ 𝐹3

1

𝑘𝐴
+

1

𝑘𝐵
(2)

Przyjmijmy odchyłki siły: 𝛿𝐹2 = −.001 𝑁

𝛿𝐹3= 0𝑁

𝐹2 + 𝛿𝐹2 = 0.999 𝑁

𝐹3 + 𝛿𝐹3 = −1𝑁

Mamy: 𝑞2 + 𝛿𝑞2 =
𝐹2+𝛿𝐹2

𝑘𝐴
+ 

𝐹3+𝛿𝐹3

𝑘𝐴
(3) ,  𝑞3 + 𝛿𝑞3 =

𝐹2+𝛿𝐹2

𝑘𝐴
+ 𝐹3 +𝛿𝐹3

1

𝑘𝐴
+

1

𝑘𝐵
(4)

Przyjmijmy normy  Euklidesa:

𝑞 2 = 𝑞2
2 + 𝑞3

2 ,  𝛿𝑞 2 = 𝛿𝑞2
2 + 𝛿𝑞3

2

𝐹 2 = 𝐹2
2 + 𝐹3

2 ,  𝛿𝐹 2 = 𝛿𝐹2
2 + 𝛿𝐹3

2

0.999 1kA kB

q2 q3

𝛿𝑞2 = 𝑞2 + 𝛿𝑞2 - 𝑞2 (5) ,  𝛿𝑞3 = 𝑞3 + 𝛿𝑞3 - 𝑞3 (6)

𝛿𝑞 2

𝑞 2
=

𝛿𝑞2
2+𝛿𝑞3

2

𝑞2
2+𝑞3

2
(7) ,  

𝐾 2 = σ𝑗 σ𝑖 𝑘𝑖𝑗
2

(8) ,  

𝑐𝑜𝑛𝑑 𝐾 = 𝐾 2 ∙ 𝐾 −1
2 (9)
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𝑐𝑜𝑛𝑑 𝐾 = 𝐾 2 ∙ 𝐾 −1
2 = 1000 ∙ 22 + 12 + 12 + 12 ∙ Τ1 1000 ∙ 22 + 12 + 12 + 12 =  7

dla: 𝑘𝐴 = 𝑘𝐵 = 1000 N/mm

𝐾 =
𝑘𝐴 + 𝑘𝐵 −𝑘𝐵

−𝑘𝐵 𝑘𝐵
=

2000 −1000
−1000 1000

= 1000
2 −1

−1 1

𝐾 −1 =
Τ1 𝑘𝐴 Τ1 𝑘𝐴

Τ1 𝑘𝐴 Τ1 𝑘𝐴 + Τ1 𝑘𝐵
=

Τ1 1000 Τ1 1000
Τ1 1000 Τ2 1000

= Τ1 1000
1 1
1 2

𝑐𝑜𝑛𝑑 𝐾 = 𝐾 2 ∙ 𝐾 −1
2 = 1000 ∙ 1.0012 + 12 + 12 + 12 ∙ 12 + 12 + 12 + 1.0012 =  4002

dla: 𝑘𝐴 = 1 𝑖 𝑘𝐵 = 1000 N/mm

𝐾 =
𝑘𝐴 + 𝑘𝐵 −𝑘𝐵

−𝑘𝐵 𝑘𝐵
=

1001 −1000
−1000 1000

= 1000
1.001 −1

−1 1

𝐾 −1 =
Τ1 𝑘𝐴 Τ1 𝑘𝐴

Τ1 𝑘𝐴 Τ1 𝑘𝐴 + Τ1 𝑘𝐵
=

1 1
1 1.001

Przykład wyliczenia współczynnika uwarunkowania macierzy w zadaniu ze sprężynkami:
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𝑞2 =
𝐹2

𝑘𝐴
+ 

𝐹3

𝑘𝐴
(1),  𝑞3 =

𝐹2

𝑘𝐴
+ 𝐹3

1

𝑘𝐴
+

1

𝑘𝐵
(2)

𝑞2 + 𝛿𝑞2 =
𝐹2+𝛿𝐹2

𝑘𝐴
+ 

𝐹3+𝛿𝐹3

𝑘𝐴
(3) ,  𝑞3 + 𝛿𝑞3 =

𝐹2+𝛿𝐹2

𝑘𝐴
+ 𝐹3 +𝛿𝐹3

1

𝑘𝐴
+

1

𝑘𝐵
(4)

𝛿𝑞2 = 𝑞2 + 𝛿𝑞2 - 𝑞2 (5) ,  𝛿𝑞3 = 𝑞3 + 𝛿𝑞3 - 𝑞3 (6)

𝑘𝐴

N/mm
𝑞2

mm
𝑞3

mm
𝑞2 + 𝛿𝑞2

mm
𝑞𝟑 + 𝛿𝑞𝟑

Mm
𝛿𝑞2

mm
𝛿𝑞𝟑

mm
𝛿𝑞 2

𝑞 2

𝑐𝑜𝑛𝑑 𝐾
𝑐𝑜𝑛𝑑 𝐾

𝛿𝐹 2

𝐹 2

Wzór ➔ (1) (2) (3) (4) (5) (6) (7) (9) (10)

0.001 0 -0.001 -1 -1.001 -1 -1 1414.21 4 ∙ 106 2828.43

1 0 -0.001 -0.001 -0.002 -0.001 -0.001 1.41 4002 2.83

1000 0 -0.001 -10−6 −1.001 ∙ 10−3 -10−6 -10−6 1.41 ∙ 10−3 7 0.00495

106 0 -0.001 -10−9 -1.000 ∙ 10−3 -10−9 -10−9 1.41 ∙ 10−6 1000 0.7

𝛿𝑞 2

𝑞 2
=

𝛿𝑞2
2+𝛿𝑞3

2

𝑞2
2+𝑞3

2
(7) ,  𝑐𝑜𝑛𝑑 𝐾 = 𝐾 2 ∙ 𝐾 −1

2 (9) ,  𝐾 2 = σ𝑗 σ𝑖 𝑘𝑖𝑗
2

(8) ,  

Załóżmy: 𝑘𝐴 − 𝑧𝑚𝑖𝑒𝑛𝑛𝑒

𝑘𝐵 = 1000 N/mm - stałe

𝑐𝑜𝑛𝑑 𝐾
𝛿𝐹 2

𝐹 2
= 𝑐𝑜𝑛𝑑 𝐾

𝛿𝐹2
2+𝛿𝐹3

2

𝐹2
2+𝐹3

2
(10)

(Błąd względny wektora globalnego 
parametrów węzłowych)
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𝑘𝐴 + 𝑘𝐵 𝑞2 − 𝑘𝐵 𝑞3 = 𝐹2

−𝑘𝐵 𝑞2 + 𝑘𝐵 𝑞3 = 𝐹3

1 1
kA kB

q2 q3

𝑞3=
𝑘𝐴+𝑘𝐵

𝑘𝐵
𝑞2 −

𝐹2

𝑘𝐵
(a)

𝑞3= 𝑞2 +
𝐹3

𝑘𝐵
(b)

𝑘𝐴 + 𝑘𝐵 𝑞2 − 𝑘𝐵 𝑞3 = 𝐹2 + 𝛿𝐹2

−𝑘𝐵 𝑞2 + 𝑘𝐵 𝑞3 = 𝐹3

0.999 1kA kB

q2 q3

𝐹2 + 𝛿𝐹2

𝐹3

𝑞3=
𝑘𝐴+𝑘𝐵

𝑘𝐵
𝑞2 −

𝐹2

𝑘𝐵
−

𝐹2

𝑘𝐵
(a’)

𝑞3= 𝑞2 +
𝐹3

𝑘𝐵
(b)
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układ źle uwarunkowany, jeśli:

1A B

B

k k

k

+
→ 0A

B

k

k
→

Wrażliwość na zmianę nachylenia

kA<<kB  układ źle uwarunkowany

𝑞3=
𝑘𝐴+𝑘𝐵

𝑘𝐵
𝑞2 −

𝐹2

𝑘𝐵
(a)

𝑞3= 𝑞2 +
𝐹3

𝑘𝐵
(b)

𝑞3=
𝑘𝐴+𝑘𝐵

𝑘𝐵
𝑞2 −

𝐹2

𝑘𝐵
−

𝐹2

𝑘𝐵
(a’)

𝑞3= 𝑞2 +
𝐹3

𝑘𝐵
(b)
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Podsumowanie przykładu Dwie sprężyny Układ równań:

Pierwsze równanie: 2
3 2

A B

B B

k k F
q q

k k

+
=  −

Drugie równanie: 3
3 2

B

F
q q

k
= +

Układ źle uwarunkowany, jeśli:

1A B

B

k k

k

+
→ 0A

B

k

k
→

Wrażliwość na zmianę nachylenia

kA<<kB  - system ill conditioned

Błąd zaokrąglenia
Jeżeli obliczenia prowadzone są z dokładnością do p cyfr znaczących, to liczbę 
cyfr znaczących w rozwiązaniu można szacować jako:  ( )( )10logr p cond K −

p – liczba cyfr znaczących w 
komputerowej reprezentacji liczb
r – liczba cyfr znaczących wyniku

W praktycznych zadaniach MES cond([K]) osiąga  108

Duży współczynnik uwarunkowania cond([K]) prowadzić 
może do utraty wymaganej dokładności rozwiązania 
(różnice w sztywności lub mało stabilne warunki podparcia).
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